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Аннотация. В статье формализована задача оптимизации управления производственны-
ми мощностями предприятия во времени. Эта задача заключается в определении объ-
емов производства технологически подобной продукции для достижения максимальной 
прибыли при условии определенных технико-экономических ограничений и при учёте из-
менения во времени цен и себестоимости выпускаемой продукции в связи с инфляцион-
ными процессами. Решение задачи оптимального управления мощностями представлено 
на основе принципа максимума Понтрягина.
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Abstract. The article tackles the problem of optimization of manufacturing production capacities 
control. The task consists in determination of the volume of technologically similar production 
to gain the maximum profit under certain technical and economic restrictions and the change of 
the prices and the prime cost of products  with account of inflationary processes. The optimal 
control of capacities is proposed on the basis of Pontryagin’s maximum principle.
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1Оптимизация управления производственными мощностями заключается в 
определении объёмов производства для достижения максимальной прибыли в 
условиях технико-экономических ограничений и изменения себестоимости и 
цены продукции [2, с. 59]. Пусть предприятие выпускает товары двух видов i 
(i=1,2). Объёмы выпуска N1 и N2 в течение времени Т зависят от распределения 
мощностей по видам продукции. Сами мощности охарактеризуем показателем 
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α=1, а доли мощностей, отводимые в 
момент времени t на выпуск товаров – 
α1(t) и α2(��������������������������   t�������������������������   ). При использовании уни-
версального и специализированного 
оборудования, доли αi(���������������t��������������) должны удов-
летворять неравенству: α1(t)+α2(t)≤1. 

Максимальные доли мощностей 
обозначим αimax. Если за время Т всей 
мощности α=1 соответствует Тmax 
нормо-часов, то максимальное число 
нормо-часов товара i составит αimax 
×Тmax. При нормо-часах, необходимых 
для выпуска изделия вида i–Т0i, мак-
симальный объем выпуска ���������� i��������� -го това-
ра Nimax=αimax×Тmax / T0i. Минимальное 
время Т1 для выпуска i-го товара при 
использовании всей мощности соста-
вит Тi=T/Nimax, где Тi – календарная 
длительность технологического про-
цесса.

Производственный процесс харак-
теризуется выпуском товаров N1(t) и 
N2(����������������������������������t���������������������������������), произведенных к моменту време-

ни t. Скорости выпуска товаров 

d N

d t
i

 
прямо пропорциональны долям мощ-
ностей αi и обратно пропорциональны 
календарным длительностям техноло-
гического цикла (уравнения решаются 
при нулевых начальных условиях t=0, 
N1=0 и N2=0):
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Цель управления мощностями – это максимизация прибыли на отрезке 

времени Т:  П(t) = Q (t) - C (t)i i
i=1

2

 , где Q(t) – доход, С(t) – себестоимость. 

Себестоимость содержит постоянные затраты Зoi, не зависящие от объёмов 

производства и переменные, зависящие от них. Если цена – это функция 

времени Цi(t), то доход к текущему моменту времени t: 

Q(t) = Ц (t) dN (t)i i
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Постоянные затраты Зо разобьём по видам продукции пропорционально 

длительностям технологического процесса:  
Т+Т

ТЗ=З
21

i
oi o (i=1,2) и будем 

полагать, что Зо во времени возрастают линейно: З (t) = З
Т

Т + Т
  

1
T

  to i o
i

1 2
  . 

 где 
Q��������������������������������������(�������������������������������������t������������������������������������) – доход, С(�����������������������t����������������������) – себестоимость. Се-
бестоимость содержит постоянные за-
траты Зoi, не зависящие от объёмов про-

изводства, и переменные, зависящие 
от них. Если цена – это функция време-
ни Цi(t), то доход к текущему моменту 

времени t: 

число нормо-часов товара i составит i max Тmax. При нормо-часах, 

необходимых для выпуска изделия вида i–Т0i, максимальный объем 

выпуска i-го товара Nimax=imaxТmax / T0i. Минимальное время Т1 для 

выпуска i-го товара при использования всей мощности составит Тi=T/Nimax, 

где Тi – календарная длительность технологического процесса. 

Производственный процесс характеризуется выпуском товаров N1(t) и 

N2(t), произведенных к моменту времени t. Скорости выпуска товаров d N
d t

i  

прямо пропорциональны долям мощностей i и обратно пропорциональны 

календарным длительностям технологического цикла (уравнения 

решаются при нулевых начальных условиях t=0, N1=0 и N2=0): 

d N
d t

a t)
T

d N
d t

a t)
T

1 1

1

2 2

2














(

(  

Цель управления мощностями – это максимизация прибыли на отрезке 

времени Т:  П(t) = Q (t) - C (t)i i
i=1

2

 , где Q(t) – доход, С(t) – себестоимость. 

Себестоимость содержит постоянные затраты Зoi, не зависящие от объёмов 

производства и переменные, зависящие от них. Если цена – это функция 

времени Цi(t), то доход к текущему моменту времени t: 

Q(t) = Ц (t) dN (t)i i
i=1

2

0

t

 или с учётом уравнений изменения выпуска во 

времени: Q(t) = Ц (t)
(t)

T
d ti

i

ii=1

2

0

t


a . 

Постоянные затраты Зо разобьём по видам продукции пропорционально 

длительностям технологического процесса:  
Т+Т

ТЗ=З
21

i
oi o (i=1,2) и будем 

полагать, что Зо во времени возрастают линейно: З (t) = З
Т

Т + Т
  

1
T

  to i o
i

1 2
  . 

 – или с 
учётом уравнений изменения выпуска 

во времени: 

число нормо-часов товара i составит i max Тmax. При нормо-часах, 

необходимых для выпуска изделия вида i–Т0i, максимальный объем 

выпуска i-го товара Nimax=imaxТmax / T0i. Минимальное время Т1 для 

выпуска i-го товара при использования всей мощности составит Тi=T/Nimax, 

где Тi – календарная длительность технологического процесса. 

Производственный процесс характеризуется выпуском товаров N1(t) и 

N2(t), произведенных к моменту времени t. Скорости выпуска товаров d N
d t

i  

прямо пропорциональны долям мощностей i и обратно пропорциональны 

календарным длительностям технологического цикла (уравнения 

решаются при нулевых начальных условиях t=0, N1=0 и N2=0): 

d N
d t

a t)
T

d N
d t

a t)
T

1 1

1

2 2

2














(

(  

Цель управления мощностями – это максимизация прибыли на отрезке 

времени Т:  П(t) = Q (t) - C (t)i i
i=1

2

 , где Q(t) – доход, С(t) – себестоимость. 

Себестоимость содержит постоянные затраты Зoi, не зависящие от объёмов 

производства и переменные, зависящие от них. Если цена – это функция 

времени Цi(t), то доход к текущему моменту времени t: 

Q(t) = Ц (t) dN (t)i i
i=1

2

0

t

 или с учётом уравнений изменения выпуска во 

времени: Q(t) = Ц (t)
(t)

T
d ti

i

ii=1

2

0

t


a . 

Постоянные затраты Зо разобьём по видам продукции пропорционально 

длительностям технологического процесса:  
Т+Т

ТЗ=З
21

i
oi o (i=1,2) и будем 

полагать, что Зо во времени возрастают линейно: З (t) = З
Т

Т + Т
  

1
T

  to i o
i

1 2
  . 

.
Постоянные затраты Зо разобьём 

по видам продукции пропорциональ-
но длительностям технологического 
процесса: 

число нормо-часов товара i составит i max Тmax. При нормо-часах, 

необходимых для выпуска изделия вида i–Т0i, максимальный объем 

выпуска i-го товара Nimax=imaxТmax / T0i. Минимальное время Т1 для 

выпуска i-го товара при использования всей мощности составит Тi=T/Nimax, 

где Тi – календарная длительность технологического процесса. 

Производственный процесс характеризуется выпуском товаров N1(t) и 

N2(t), произведенных к моменту времени t. Скорости выпуска товаров d N
d t

i  

прямо пропорциональны долям мощностей i и обратно пропорциональны 

календарным длительностям технологического цикла (уравнения 

решаются при нулевых начальных условиях t=0, N1=0 и N2=0): 

d N
d t

a t)
T

d N
d t

a t)
T

1 1

1

2 2

2














(

(  

Цель управления мощностями – это максимизация прибыли на отрезке 

времени Т:  П(t) = Q (t) - C (t)i i
i=1

2

 , где Q(t) – доход, С(t) – себестоимость. 

Себестоимость содержит постоянные затраты Зoi, не зависящие от объёмов 

производства и переменные, зависящие от них. Если цена – это функция 

времени Цi(t), то доход к текущему моменту времени t: 

Q(t) = Ц (t) dN (t)i i
i=1

2

0

t

 или с учётом уравнений изменения выпуска во 

времени: Q(t) = Ц (t)
(t)

T
d ti

i

ii=1

2

0

t


a . 

Постоянные затраты Зо разобьём по видам продукции пропорционально 

длительностям технологического процесса:  
Т+Т

ТЗ=З
21

i
oi o (i=1,2) и будем 

полагать, что Зо во времени возрастают линейно: З (t) = З
Т

Т + Т
  

1
T

  to i o
i

1 2
  . 

(i=1,2) – и будем 
полагать, что Зо во времени возраста-

ют линейно: 

число нормо-часов товара i составит i max Тmax. При нормо-часах, 

необходимых для выпуска изделия вида i–Т0i, максимальный объем 

выпуска i-го товара Nimax=imaxТmax / T0i. Минимальное время Т1 для 

выпуска i-го товара при использования всей мощности составит Тi=T/Nimax, 

где Тi – календарная длительность технологического процесса. 

Производственный процесс характеризуется выпуском товаров N1(t) и 

N2(t), произведенных к моменту времени t. Скорости выпуска товаров d N
d t

i  

прямо пропорциональны долям мощностей i и обратно пропорциональны 

календарным длительностям технологического цикла (уравнения 

решаются при нулевых начальных условиях t=0, N1=0 и N2=0): 

d N
d t

a t)
T

d N
d t

a t)
T

1 1

1

2 2

2














(

(  

Цель управления мощностями – это максимизация прибыли на отрезке 

времени Т:  П(t) = Q (t) - C (t)i i
i=1

2

 , где Q(t) – доход, С(t) – себестоимость. 

Себестоимость содержит постоянные затраты Зoi, не зависящие от объёмов 

производства и переменные, зависящие от них. Если цена – это функция 

времени Цi(t), то доход к текущему моменту времени t: 

Q(t) = Ц (t) dN (t)i i
i=1

2

0

t

 или с учётом уравнений изменения выпуска во 

времени: Q(t) = Ц (t)
(t)

T
d ti

i

ii=1

2

0

t


a . 

Постоянные затраты Зо разобьём по видам продукции пропорционально 

длительностям технологического процесса:  
Т+Т

ТЗ=З
21

i
oi o (i=1,2) и будем 

полагать, что Зо во времени возрастают линейно: З (t) = З
Т

Т + Т
  

1
T

  to i o
i

1 2
  .  Из-

менение во времени долей переменных 
затрат обозначим Зni(t), а суммарную 
себестоимость ко времени t определим 
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Прибыль, зависящая от управляемых мощностей i(t), – это критерий 

оптимального управления производственными мощностями: 
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Ограничения по управлению долями мощностей определяются как 

1(t)+2(t)1. При заданном значении доли мощности 1(t) можно 

определить максимальное значение другой доли 2(t). Также может быть 

определена функциональная связь 2=(1), ограничивающая 

максимальные и предельные возможности и определяющая ограничения 

на управляющие воздействия. Эта зависимость может быть 

аппроксимирована многочленом второй степени 2(t) =b0+b11(t)+b2[1(t)]2.  
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.
Ограничения по управлению до-

лями мощностей определяются как 
α1(t)+α2(t)≤1. При заданном значении 
доли мощности α1(����������������  t���������������  ) можно опреде-
лить максимальное значение другой 
доли α2(����������������������������t���������������������������). Может быть также опреде-
лена функциональная связь α2=ξ(α1), 
ограничивающая максимальные и пре-
дельные возможности и определяю-
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щая ограничения на управляющие воз-
действия. Эта зависимость может быть 
аппроксимирована многочленом вто-
рой степени α2(t) =b0+b1α1(t)+b2[α1(t)]2. 
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нениями вида:дифференциальными уравнениями вида: 

d N
d t

a t)
T

  ,

d N
d t

a t)
T

  ,
   где  N = N = 0 ,   при  t = 0  ,

1 1

1

2 2

2

1 2














(

(  

Решить задачу оптимального управления мощностями можно на основе 

принципа максимума Понтрягина [3, с. 281].  Введем новую переменную: 

N3(t)=П (t) и дополнительное уравнение: 

d N
d t

Ц (t)
(t)

T
d З (t)

d t
З (t)

 (t)
T

3
i

i=1

2
  i

i

o i
n i

i

ii=1

2

  








    

 

при t = 0.

Решить задачу оптимального 
управления мощностями можно на 
основе принципа максимума Понтря-
гина [3, с. 281]. Введем новую пере-
менную N3(t)=П (t) и дополнительное 
уравнение:

дифференциальными уравнениями вида: 

d N
d t

a t)
T

  ,

d N
d t

a t)
T

  ,
   где  N = N = 0 ,   при  t = 0  ,

1 1

1

2 2

2

1 2














(

(  

Решить задачу оптимального управления мощностями можно на основе 

принципа максимума Понтрягина [3, с. 281].  Введем новую переменную: 

N3(t)=П (t) и дополнительное уравнение: 

d N
d t

Ц (t)
(t)

T
d З (t)

d t
З (t)

 (t)
T

3
i

i=1

2
  i

i

o i
n i

i

ii=1

2

  








    

 

дифференциальными уравнениями вида: 

d N
d t

a t)
T

  ,

d N
d t

a t)
T

  ,
   где  N = N = 0 ,   при  t = 0  ,

1 1

1

2 2

2

1 2














(

(  

Решить задачу оптимального управления мощностями можно на основе 

принципа максимума Понтрягина [3, с. 281].  Введем новую переменную: 

N3(t)=П (t) и дополнительное уравнение: 

d N
d t

Ц (t)
(t)

T
d З (t)

d t
З (t)

 (t)
T

3
i

i=1

2
  i

i

o i
n i

i

ii=1

2

  








    

 
Начальное условие t = 0, N3(0) = 

∑
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1=i
i o3 (0)‚-=(0)N , 0=t . При отсутствии ограниче-

ний на выпуск критерий оптимально-
сти π=N3(tk ). В соответствии с прин-
ципом максимума вектор управления 

[ ](t)  (t),   21 ααα  будет оптимальным 
и критерий π(�����������������������t����������������������) будет принимать мак-
симальное значение на всем интерва-

ле управления [0,tk ] при условии, что 
функция Гамильтона [ ]N ,   H α  на всем 
интервале управления будет прини-
мать минимальное значение:
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где fi – правые части основных и до-
полнительного уравнений; Ψi – присо-
единенные функции, удовлетворяющие 
дифференциальным уравнениям вида: 
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Уравнения решаются при заданных 
конечных условиях: 
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Подставляя соответствующие вы-
ражения для fj и π, получим:

0000= 3211 =⋅Ψ−⋅Ψ−⋅Ψ−Ψ , 

0000= 3212 =⋅Ψ−⋅Ψ−⋅Ψ−Ψ , 

0=3Ψ .

Функции Ψi(�����������������  t����������������  ) принимают ста-
ционарные значения, которые могут 
быть определены из конечных условий 
Ψ(tк)=0, Ψ2(tк)=0, Ψ3(tк)=–1. С учётом 
выражения Ψi(���������������������   i��������������������   =1,.. 3) функция Га-
мильтона преобразуется к виду:
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Если Цi(t)>Зni(t), то βi(t)<0 и функ-
ция Гамильтона принимает минималь-
ные значения при maxH, экстремум 
функции H (если α  удовлетворяет 
уравнению ϕ(α1,α2)=0) соответству-
ет безусловному экстремуму функ-

ции Лагранжа L=β0+β1(t)α1(t)+β2(t)
α2(t)+λϕ(α1,α2), где λ – неопределен-
ный множитель. Значения переменных 
α1, α2, λ, доставляющих экстремум H, 
определяются из условий равенства 
нулю частных производных:
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Таким образом, внедрение принци-
па максимума Понтрягина в практику 
деятельности предприятия поможет 
в решении конкретных практических 
задач оптимального управления.
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