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Аннотация. Настоящая работа посвящена анализу модели процесса изменения лояльно-
сти сотрудников под воздействием нескольких управляющих факторов. Представлены 
краткий анализ возможных аналитических решений системы дифференциальных урав-
нений и результаты числовых расчётов для случаев нестационарных коэффициентов. 
Построенная математическая модель объясняет качественные изменения настроений в 
организации и позволяет прогнозировать их колебания. При обсуждении результатов 
особое внимание уделяется возможностям их практического применения.

Ключевые слова: лояльность, управляющее воздействие, система дифференциальных 
уравнений.
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Abstract. This work is devoted to the analysis of the model of the process of changing the loy-
alty of employees under the influence of several controlling factors. A brief analysis of possible 
analytical solutions of a system of differential equations and results of numerical calculations 
for the cases of nonstationary coefficients are presented. The constructed mathematical model 
explains the qualitative changes in moods in the organization and allows to predict their fluc-
tuations. When discussing results, special attention is paid to the possibilities of their practical 
application.
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1Использование математических моделей для моделирования социальных явле-

ний в группах разных форматов представляет довольно существенный интерес. В 
литературе описаны разнообразные подходы, базирующиеся в большей степени на 
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теоретико-игровых моделях [3] и на моделях динамики коллективного поведения 
[5]. В настоящей работе предпринята попытка использовать методы математиче-
ского моделирования для процесса, условно названного «лояльность сотрудников 
к компании-работодателю». Руководству компании важно знать, как меняется ло-
яльность в коллективе с течением времени, как влияют лояльные и нелояльные со-
трудники друг на друга. В этом процессе Также особую роль играет «управляющий 
центр» в лице конкретного руководителя конкретного подразделения: именно он 
может и должен давать определенное внешнее воздействие на систему, что ведёт к 
определенной динамике лояльности. И тогда вопрос может быть поставлен доволь-
но широко: какие воздействия и какой интенсивности и продолжительности долж-
ны быть применены к коллективу, чтобы увеличить его лояльность?

Постановка задачи

В качестве основного математического подхода используется построение и 
решение системы нелинейных дифференциальных уравнений.

Описание модели. Пусть x(t) – число лояльных сотрудников в коллективе, а 
y(t) – число сотрудников, которых нельзя назвать лояльными (они чем-то не-
довольны и это проявляется в некачественной работе, т. е. их действия могут 
причинить вред компании), 

 

 

(t) и  

 

(t) – скорости изменения их численности. 
Система уравнений динамики численности лояльных и нелояльных членов кол-
лектива может быть записана так [1]:

 

 
Здесь α – регулярный прирост лояльных сотрудников (в качестве допущения 

и с целью упрощения модели используется то обстоятельство, что сотрудники, 
вновь принимаемые на работу, априори лояльны), β – коэффициент, отражаю-
щий, какая часть сотрудников, разочаровавшись, переходит в противополож-
ный стан нелояльных, δ – показывает часть «естественной убыли», не связанной 
с лояльностью (увольнения, связанные с выходом на пенсию, переездом, семей-
ными обстоятельствами), слагаемое γxy характеризует обратный процесс, когда 
при взаимодействии представителей противоположных групп нелояльные ме-
няют своё мнение.

Очевидно, что параметры α, β, δ неотрицательны. Исследование характера 
параметра y выходит за рамки этой статьи, но необходимо сделать ссылку на 
источник [4], где показано, насколько нетривиально может быть выражена фор-
мула для γ. В этой работе будут рассмотрены два случая: γ =const и γ~x .

Параметром α управлять легче всего, т. к. это план и политика набора новых 
сотрудников. А вот управление параметром β как раз представляет наибольший 
интерес, потому что он отражает воздействие руководства на происходящие в 
системе процессы (премии, благодарности и другие меры материального и не-
материального поощрения, увеличивающие число лояльных сотрудников).
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Аналитическое исследование

С точки зрения математики имеется система двух дифференциальных урав-
нений (1) с начальными условиями x(0)=x0, y(0)=y0.

  (1).

Вообще говоря, коэффициенты в этой системе дифференциальных урав-
нений являются функциями времени, т. е. α=α(t); β=β(t); γ=γ(t); δ=δ(t). Но для 
простоты исследования будем считать некоторые из них константами: α=cons, 
δ=const. Исключительно для аналитической оценки примём пока β=const  и  
γ=const. Тогда система (1) имеет стационарное решение x=α/β и γ=β/γ, которое 
будет абсолютно устойчивым. Это хороший прогноз, т. к. в этом случае менедж
менту понятно, как управлять процессом.

Если γ~x, т. е. γ=kx, получаем систему (2):

  (2).

Система (2) имеет стационарное решение x=α/δ и γ=βδ/ακ.
Характеристическое уравнение линеаризованной системы имеет вид:

 

Уравнение является квадратным относительно λ, его дискриминант равен:

 

 

Следовательно, существует некоторая область, где он окажется меньше нуля 
и в решении появятся колебания. Устойчивость таких решений будет опреде-

ляться знаком  . Для асимптотической устойчивости надо требовать 
. 

 

.
Из аналитического изучения следует, что при некоторых данных можно по-

лучить устойчивые колебания настроений. О похожих процессах в обществе на-
писано в источнике [1].

Численное моделирование

Особый практический интерес представляет результат при непостоянных 
коэффициентах, входящих в исходную модель. Для выражения управляющего 
фактора β была использована следующая теория [6]: любое позитивное воздей-
ствие мер поощрения (= «подпитки» лояльности) длится не более четырех ме-
сяцев, т. е. заряд лояльности, который получают сотрудники от корпоративного 
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праздника, тринадцатой зарплаты и других видов поощрения постепенно спада-
ет «на нет», но не мгновенно, а за некоторый промежуток времени (в этой моде-
ли – 120 дней). Авторы вообще говорят о пороге в 60 дней («любые изменения в 
оплате труда с целью повышения его эффективности, в том числе повышение за-
работной платы, становятся для персонала недейственными уже через 2 месяца 
после введения, поскольку работает эффект «привыкания» к доходу» [2, с. 13]). 
Зная это, руководство регулярно повторяет поощрения.

Численное моделирование проводилось для разных вариантов значений па-
раметров и подтверждает аналитические оценки. Характерные результаты пред-
ставлены на рис. 1 и 2. Можно видеть устойчивые колебания численности раз-
ных групп сотрудников. 

Рис. 1. Динамика изменений x(t) и y(t) при α=1, β–2��� � ��������,	 , δ=0,05, κ=0,05

Обсуждение результатов и выводы

Первый приведённый пример соответствует благоприятной ситуации и ста-
бильной работе. При других соотношениях параметров (как на рис. 2) возмож-
ны сильные всплески количества недовольных, после чего дальнейшее функ-
ционирование организации может оказаться под вопросом. Поэтому даже при 
условии наличия устойчивости нужен постоянный мониторинг настроений.

Как видно и из аналитической оценки, и из численного моделирования, на-
чальные условия (т. е. количество лояльных и нелояльных в начальный момент 
времени) не влияют на характер развития отношений. Это понятно с точки зре-
ния теории дифференциальных уравнений, но имеет объяснение и с точки зре-
ния теории мотивации.
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Рис. 2. Динамика изменений x(t) и y(t) при α=1, β–5   δ=0,05, κ=0,0133.

Основным отличием настоящего подхода является то, что, заложив в модель 
возможность изменяемого с течением времени управляющего воздействия, мы 
получили определенные выводы о требуемых характеристиках такого воздей-
ствия. Поэтому можно говорить о том, что, руководствуясь приведенными в 
настоящей работе результатами и проводя соответствующие мероприятия, ме-
неджмент компании может получать требуемую динамику лояльности от своих 
работников. Пусть и с указанными выше допущениями и упрощениями.
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