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ОЦЕНКИ ПРОИЗВОДНЫХ АНАЛИТИЧЕСКИХ И ГАРМОНИЧЕСКИХ 
ФУНКЦИЙ В НЕКОТОРЫХ ОБЛАСТЯХ КОМПЛЕКСНОЙ ПЛОСКОСТИ
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Аннотация. В работе рассматриваются интегральные оценки типа Харди-Литтлвуда 
производной аналитической функции через норму самой функции, а также аналогич-
ные оценки градиента функции в многофункциональных пространствах типа Бергмана 
аналитических и гармонических функций. Метод доказательства использует классиче-
ское разбиение Уитни связного открытого множества и позволяет распространить ука-
занные оценки на произвольные области комплексной плоскости в Lp-пространствах 
с весом, представляющим собой степень расстояния до границы области, при всех  
0 < p < +∞.
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ESTIMATES OF DERIVATIVES OF ANALYTIC AND HARMONIC FUNCTIONS 
IN SOME DOMAINS ON THE COMPLEX PLANE
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Abstract. We consider integral estimates of Hardy–Littlewood type of the derivative of an 
analytic function in terms of the norm of the function, and similar estimates for the gradient 
of a function in Bergman type multifunctional spaces of analytic and harmonic functions. The 
method of proof uses the classical Whitney decomposition of a connected open set and allows 
us to extend these estimates for all domains of the complex plane in Lp-spaces with a weight 
representing a distance to the domain boundary for all 0 < p < +∞.
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Задача оценки Lp-нормы аналитической функции через норму её производной 
является хорошо известной задачей теории аналитических функций. Достаточно 
вспомнить классическую теорему Харди-Литтлвуда (см. [9]), решающую данную 
проблему в единичном круге S = {z ∈ C : |z| < 1}: если f – аналитическая функция 
в S, 0 < p < +∞, f(0), β > –1, то при некоторых положительных постоянных c1, c2 
справедливы неравенства
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В работах российских и зарубежных ученых, например, [1; 8], данная теоре-
ма обобщалась на различные области, отличные от единичного круга. В работах 
автора [5; 6; 7; 11] оценки типа Харди-Литтлвуда рассматриваются в Lp-весовых 
пространствах функций, аналитических и гармонических в односвязных обла-
стях с границей достаточно общего вида, с весом, представляющим собой сте-
пень расстояния до границы. 

В данной статье мы распространяем доказанные ранее результаты на много-
функциональные пространства и получаем оценки сверху n-й производной 
функции, аналитической в произвольной области, через норму самой функции 
при всех 0 < p < +∞. Отметим, что исследования, посвящённые многофункцио-
нальным пространствам, в последнее время ведутся достаточно интенсивно и 
являются динамично развивающимся направлением современного комплексно-
го анализа (см., например, [10] и литературу там).

Итак, пусть G – некоторая область на комплексной плоскости C; H(G), h(G) – 
множества аналитических и гармонических функций в G; d(w, ∂G) – расстояние 
от точки w до границы области ∂G. Обозначим также τ ( ),pL G  0 < p < +∞, τ > –1, – 
пространство измеримых функций f из G таких, что

τ ∂ +∞∫ 2( ) ( , ) ( ) < ,p

G

f w d w G dm w

где dm2 – мера Лебега для области G.
Кроме того, пусть τ τ∩( ) = ( ) ( ),p pA G H G L G  τ τ∩( ) = ( ) ( ).p ph G h G L G .
Далее также обозначаем c... (α, β, ...) – некоторые положительные постоянные, 

зависящие только от (α, β, ...).
Следующую теорему можно рассматривать как расширение классической те-

оремы Харди-Литтлвуда.
Теорема 1 (см. [5; 11]). Пусть G – произвольная односвязная область на ком-

плексной плоскости C. Пусть также f ∈ H(G); 0 < p < +∞; τ > –1; n ∈ Z+. Тогда 
справедливо следующее неравенство:

+τ τ∂ ≤ τ ∂∫ ∫( )
2 3 2( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ).

p pn np

G G

f w d w G dm w c n f w d w G dm w

Для градиента гармонической функции 
 ∂ ∂
 ∂ ∂ 

( ) = ,u ugradu z
x y

 может быть
 

сформулирован аналогичный результат.
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Теорема 2 (см. [5; 11]). Пусть G – произвольная односвязная область на ком-
плексной плоскости C. Пусть также τ∈ ( ),pu h G  0 < p < +∞, τ > –1. Тогда справед-
ливо следующее неравенство:

+τ τ∂ ≤ ∂∫ ∫2 4 2( ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) ( ),
p pp

G G

gradu w d w G dm w c u w d w G dm w

где c4 = c4(τ) – некоторая положительная постоянная.
Приведём теперь некоторые новые оценки производной аналитической функ-

ции и градиента для многофункциональных пространств. 
Для начала сформулируем хорошо известную классическую теорему (см. [4]), 

которая нам понадобится при доказательстве:
Теорема А (разбиение Уитни). Пусть Ω – связное открытое множество на C. 

Тогда существует множество квадратов P = {Q1, Q2, ..., Ql, ...}, ∅ ≠


0 0
= , ,l mQ Q l m  

таких что Ω


= ,l
l

Q  и ≤ ∂Ω ≤ 1 2( ) ( , ) ( ).l l lc diam Q dist Q c diam Q

Теорема 3. Пусть G – произвольная односвязная область на комплексной  
плоскости C. Пусть также fi ∈ H(G); 0 < pi < +∞; = 1, ,i m  m ≥ 1; n ∈ Z+; τ > –1. 
Тогда справедлива следующая оценка:
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где klQ  – соответствующее разбиение Уитни множества Ql, ∈∂ =, 1, .k kl lw Q k m

Далее, обозначим *
klQ  квадрат, имеющий тот же центр, что и ,klQ  но увеличен-

ный в (1 + ε) раз, ε ⊂ *10 < < , .
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Но по теореме A * 1( ) < ( ) <1 ( ),
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Так как |fk|p – субгармоническая функция, то при 0 < p < +∞
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Аналогичная теорема справедлива и для градиента гармонической функции, 
метод доказательства аналогичен доказательству теорем 2, 3:

Теорема 4. Пусть G – произвольная односвязная область на комплексной пло-
скости C. Пусть также τ∈ ( ),pi

iu h G  0 < pi < +∞, = 1, ,i m  m ≥ 1; τ > –1. Тогда спра-
ведлива следующая оценка:
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Отметим, что оценки вышеприведенного типа находят широкое применение 
в различных вопросах теории аналитических функций, в том числе построении 
ограниченных проекторов, описании линейных непрерывных функционалов, по-
строении базисов в соответствующих пространствах (см., например, [2; 3; 10]).
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