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RECOVERY OF SURFACE WAVES BY THE MEASUREMENTS
OF PRESSURE VARIATIONS AT THE SEABED

Аннотация. Исследуется возможность восстановле-
ния параметров ветровых волн по измерениям донного 
давления. В рамках слабо-дисперсионной полно-нели-
нейной теории длинных волн (так называемой системы 
Железняка-Пелиновского) и предположении о движении 
волны с постоянной скоростью, получена явная при-
ближенная формула для одноточечной связи между 
вариациями давления и смещения водной поверхности. 
Она включает нелинейные и дисперсионные поправки к 
гидростатической формуле, получаемой из нелинейной 
теории мелкой воды. Выполнены количественные рас-
четы восстановления параметров волны по показаниям 
донного датчика. Отмечается, что для условий Охотского 
моря негидростатические поправки могут достигать 50%. 

Ключевые слова: система Железняка-Пелиновского, 
ветровые волны, придонное давление, Охотское море, 
датчик придонного давления.

Abstract. We study the possibility of recovering the pa-
rameters of wind waves by the measurements of the bottom 
pressure sensor. In the framework of a weakly-dispersive 
fully nonlinear theory of long waves (so-called Zheleznyak–
Pelinovsky model) and the assumption of a wave moving at 
a constant speed, we have derived an explicit approximate 
formula for the one-point relation between the pressure vari-
ation and water surface displacement. It includes nonlinear 
and dispersive corrections to the hydrostatic equation ob-
tained from the nonlinear theory of shallow water. We have 
performed quantitative calculations of recovery parameters of 
the wave according to the measurements of the bottom sen-
sor. It is noted that for the conditions of the Sea of Okhotsk 
non-hydrostatic corrections may reach 50%.

Key words: Zheleznyak–Pelinovsky model, wind waves, 
bottom pressure, Sea of Okhotsk, bottom pressure sensor.

1

Распространенным методом измерения морских волн становится использование измерите-
лей давления под водой или на морском дне. В частности, так работает система американская 
система буев DART, предназначенная для регистрации цунами в открытом океане [9]. Волны цу-
нами являются достаточно длинными, так что вызываемое ими давление определяется извест-
ными формулами гидростатики. Учитывая к тому же, что такие буи установлены на больших 
глубинах, где ветровые волны уже не чувствуются, то задача восстановления смещения морской 
поверхности по вариациям придонного давления не вызывает особых затруднений. Если же дат-
чики давления используются в мелком море, или при относительно небольшом погружении в 
воду, то они регистрируют колебания давления, связанные с волнами зыби и ветровыми вол-
нами. Эти волны уже не являются длинными, так что давление в них не описывается гидроста-
тической формулой. Такая ситуация, в частности, реализуется в условиях Охотского моря, где 
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Институтом морской геологии и геофизики 
ДВО РАН [5] и Специальным конструктор-
ским бюро средств автоматизации морских ис-
следований ДВО РАН [3] развернута система 
донных датчиков на глубинах от 10 до 20 м.

Восстановление колебаний морской по-
верхности, в частности волн зыби и ветро-
вых волн, по данным регистраторов давления 
в общем случае является непростой задачей. 
Наиболее популярна в инженерной практике 
линейная теория волн на воде, определяющая 
связь между колебаниями придонного давле-
ния и морской поверхности [4; 8; 17; 18; 21]. 
Однако измерения показывают, что ошибка в 
предсказаниях параметров ветровых волн по 
данным регистраторов давления может до-
стигать почти 20% [10]. Имеющаяся разница 
обусловлена влиянием нелинейности морских 
волн, которая не учитывается в рамках линей-
ной теории потенциального движения жидко-
сти. Совсем недавно начались исследования 
этой проблемы с позиций полнонелинейной 
потенциальной теории волн на воде [11-15; 20]. 
Получаемые в теории интегральные уравнения 
весьма громоздкие и трудны для практическо-
го использования. Начаты также эксперимен-
тальные исследования связи между полем дав-
ления и морскими волнами в лотке [20].

В настоящей работе задача восстановления 
колебаний морской поверхности по данным 
регистратора давления решается в рамках 
опубликованных слабо дисперсионных обоб-
щений нелинейной теории мелкой воды [2; 6; 
7; 16]. В их числе – основные уравнения неги-
дростатической модели Железняка-Пелинов-
ского и выражение для давления в толще воды, 
методика восстановления колебаний уровня 
моря по данным донных регистраторов. На их 
основе получены и суммированы результаты 
расчетов для условий Охотского моря.

Слабодисперсионная модель
нелинейных морских волн в бассейне 

произвольной глубины

В настоящее время существует много раз-
новидностей слабодисперсионных обобще-
ний нелинейной теории мелкой воды. Здесь 

мы воспользуемся так называемой системой 
уравнений Железняка-Пелиновского для 
волн в бассейне переменной глубины [2]. 
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где η(x,y,t) – смещение водной поверх-
ности, u(x,y,t) – двух-компонентный вектор 
усредненной по глубине скорости течения, 
h(x,y) – невозмущенная глубина бассейна, g – 
ускорение силы тяжести, и D
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Как уже отмечалось в [6], форма записи 
слабодисперсионных систем (1) – (2), точнее, 
выражения для функционала D


, имеет важ-

ное значение при конструировании эффек-
тивных численных алгоритмов. Так, уравне-
ния Железняка-Пелиновского более удобны 
для численной реализации, поскольку не со-
держат вторых производных по времени.

Запишем также выражение для поля дав-
ления на любой глубине под поверхностью, 
получаемого в рамках данной модели [1; 2]

QzRzhzzgpp atm )()(2
2

)( 22 ,   (6)

где ρ – плотность воды, вертикальная ко-
ордината z направлена вверх. Два последних 
слагаемых в (6) описывают влияние нели-
нейной дисперсии на поле давления. В слу-
чае бассейна постоянной глубины последнее 
слагаемое в (6) отсутствует. Приведем здесь 
же выражение для давления на дне, которое 
обычно и меряется большинством донных 
регистраторов
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QhRhhhgpp atm )(2
2
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Удобно измерять давление в терминах эф-
фективного смещения

Qh
g

Rhh
g

)(12
2
1 22 ,    (8)

так что

),,(),,,( tyxgghpthzyxp atm . (9)

Эти уравнения являются исходными для 
решения задачи о восстановления колебаний 
свободной поверхности по данным регистра-
торов давления.

Связь колебаний водной поверхности
с вариациями давления

В измерениях с использованием донных 
регистраторов давления из формулы (9) лег-
ко вычислить колебания эффективного сме-
щения ξ(x,y,t). Она совпадает с реальными ко-
лебаниями морской поверхности только при 
условии пренебрежения негидростатических 
добавок в (8), что справедливо только для 
очень длинных волн. В общем же случае воз-
никает задача нахождения неизвестной функ-
ции η(x,y,t) по известной функции ξ(x,y,t). 
Наш подход использует то обстоятельство, 
что при выводе слабодисперсионной моде-
ли нелинейных волн на воде использовалась 
малость дисперсии, то есть функционала D



, что автоматически ведет к малости R и Q. 
Это означает, что негидростатические по-
правки к давлению в (7) и (8) должны быть 
малы. Но тогда в малых слагаемых возможно 
отождествление функций η(x,y,t) и ξ(x,y,t). В 
результате формула (8) может быть обращена

Qh
g
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Такое же приближение необходимо сде-
лать в функциях R и Q. Но обе функции за-
висят от поля скоростей, а не поля смещения 
– смотри (4) и (5). Таким образом, задача све-
лась к вычислению поля скоростей по задан-

ному полю эффективного смещения, и для 
этого возможно использование уравнения 
(1) или (2), которые с нужной точностью за-
писываются как

0div uh
t

, (11)

0)( guu
t
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В общем случае волнового поля в бассейне 
переменной глубины поле скоростей может 
быть определено только численно по полю 
смещения, что означает невозможность полу-
чения аналитических зависимостей для иско-
мой задачи. На практике, однако, волнение на 
море представляет собой две системы волн: 
ветровые и зыбь, каждая из которых имеет 
узкую диаграмму направленности. Если зыби 
нет, то имеем дело с однонаправленными 
волнами, и для них возможно использовать 
одномерную систему (11) - (12). В частности, 
уравнение (11) трансформируется в

0uh
xt

.  (13)

В случае распространения прогрессивной 
волны в бассейне постоянной глубины реше-
ние уравнения (13) находится в явном виде

h
Vu ,    (14)

где V – скорость распространения волны. 
В результате мы имеем замкнутую формулу 
для вычисления смещения водной поверхно-
сти

Rhh
g
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где R вычисляется из (4)
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и скорость u – с помощью (14). Наконец, 
надо учесть то обстоятельство, что давление 
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измеряется в точке, поэтому все простран-
ственные переменные должны быть замене-
ны на временные с использованием связи

t
u

Vx
u 1 .    (17)

В результате, функция R записывается в 
виде

2

22

2 u111
tVt

u
V
u

V
R , (18)

Важно отметить, что для вычисления сме-
щения водной поверхности в точке, мы долж-
ны знать вариации давления в точке и соглас-
но (18) – скорость распространения волны 
V. На самом же деле, в (18) всюду входит 
скорость течения и скорость волны не неза-
висимо, а через комбинацию u/V. Последняя 
же находится из (14) как

hV
u ,     (19)

так что знание скорости распространения 
волны не является обязательным. Таким об-
разом, мы можем привести окончательное 
выражение вычисления смещения водной 
поверхности

2

2

2
22 2

2
1

hthth
hhh

g
. (20)

Формула (20) позволяет оценить смеще-
ние водной поверхности по измерениям дон-
ного давления. Отметим, что оно должно из-
меряться достаточно аккуратно, чтобы иметь 
возможность вычислить ее вторую произво-
дную. Формальным ограничением данного 
подхода является малость дисперсионных 
эффектов, так что волна должна быть доста-
точно длинной. При этом на амплитуду ее не 
накладывается никаких ограничений. Если к 
тому же волна имеет достаточно малую ам-
плитуду, то, учитывая и малость дисперсии, 
во всех «негидростатических» членах можно 
пренебречь влиянием нелинейности. Тогда 

формула (20) принимает очень простой вид

2

2

2 tg
h .   (21)

Примеры расчета поверхностных волн 
по вариациям донного давления

для условий Охотского моря

Рассмотрим несколько примеров анали-
тического вычисления смещения водной по-
верхности, используя модельные записи ва-
риаций давления на дне. При этом мы будем 
использовать эффективное смещение, чтобы 
обе характеристики имели одну размерность.

А) Распространение монохроматической 
волны

)sin()( tAt   .  (22)

В малоамплитудном приближении смеще-
ние водной поверхности остается синусои-
дальным и синфазным вариациям давления

)sin(
2

1)(
2

t
g

h
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 . (23)

Как видим, амплитуда колебаний свобод-
ной поверхности превышает гидростатиче-
ское значение.

Для оценки отличия малоамлитудного 
приближения от гидростатического прибли-
жения, построим графики ξ(t) и η(t), с параме-
трами, характерными для шельфа Охотского 
моря, которые были получены во время на-
турных экспериментов [19]. На шельфе Охот-
ского моря наиболее часто встречаются вол-
ны с периодами 4-7 секунд, а наиболее часто 
наблюдаемые амплитуды волн колеблются 
в диапазоне от 10 см до 40 см. Натурные на-
блюдения при этом проводились на глубинах 
от 5 м до 20 м, с помощью датчиков придон-
ного давления. На рис. 1 приведены функции 
ξ(t) и η(t) для волны с периодом 4 секунды в 
бассейне глубиной 20 метров. Отклонения 
от гидростатики довольно слабые. Рис. 2 де-
монстрирует влияние негидростатических 
эффектов через отношение η(t)/ξ(t). Для ус-
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Рис. 1. Смещение водной поверхности, рассчитанное по малоамплитудному приближению
(пунктирная линия) и гидростатическому приближению (тонкая линия) для волны

с амплитудой A = 1  м и периодом 4 секунды; глубина бассейна – 20 метров

Рис. 2. Отношение η(t)/ξ(t) в зависимости от периода волн, наиболее часто наблюдаемых
на шельфе Охотского моря и глубины



115

Вестник МГОУ. Серия «Естественные науки». № 3 / 2013

Раздел III. Науки о Земле. География

ловий наблюдений в зависимости от глубины 
и периода волны разница может достигать 
5%. Аналогичные выводы для периодических 
волн сделаны в [20] для периодических волн 
в лотке.

Б) Распространение гауссового импульса











2

24
exp)(

T
t

At ,  (24)

где T – характерная длительность импуль-
са. В этом случае колебания свободной по-
верхности есть

2
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4exp3241)(
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Форма колебаний давления (через эффек-
тивное смещение) и свободной поверхности 

Рис. 3. Смещение водной поверхности, рассчитанное по малоамплитудному приближению
(пунктирная линия) и гидростатическому приближению (тонкая линия) для импульса

с амплитудой A = 1 м, характерной длительностью импульса 6 секунд; глубина бассейна – 15 метров.

показаны на рис. 3. Как видим, разница меж-
ду гидростатическим и негидростатическим 
приближением довольно существенна и до-
стигает 20%. Рис. 4 показывает, что расхож-
дение в показаниях малоамплитудного и ги-
дростатического приближений для гассового 
импульса может достигать 50% при условиях, 
характерных для шельфа Охотского моря. 
Оно существенно больше, чем в случае моно-
хроматической волны.

В данной работе обсуждается важная про-
блема восстановления параметров ветровых 
волн по данным регистраторов давления, 
установленных на дне. В условиях достаточ-
ного мелкого моря процедура восстановле-
ния найдена с помощью слабодисперсионного 
обобщения нелинейной теории мелкой воды. 
В рамках негидростатической модели Желез-
няка-Пелиновского, в которой учитывается 
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произвольная нелинейность и слабая диспер-
сия, удается получить явное выражение для 
колебаний морской поверхности с использо-
ванием точечного измерения придонного дав-
ления. При этом используется однонаправлен-
ное приближение для ветровых волн с узким 
угловым спектром. Конкретные расчеты вы-
полнены для условий Охотского моря, где на 
глубинах 5-20 м часто встречаются ветровые 
волны с периодами 4-7 секунд и амплитудами 
10-40 см. Показано, что негидростатические 
поправки для почти монохроматических волн 
достаточно малы, что подтверждается также 
результатами лабораторного эксперимента, 
описанных в [20]. В то же время негидроста-
тические поправки оказываются существен-
ными для импульсных сигналов, и могут до-
стигать 50%. Полученные формулы могут 
использоваться для анализа ветровых волн в 
мелководных районах морей и океанов. 

Рис. 4. Отношение η(t)/ξ(t) для гауссового импульса в зависимости
от характерной длительности импульса и глубины.

Представленные результаты поисковой 
научно-исследовательской работы получены 
в рамках реализации ФЦП «Научные и на-
учно-педагогические кадры инновационной 
России на 2009-2013 годы» (соглашение № 
14.B37.21.0642), грантов РФФИ (11-05-00216, 
11-05-92002), МК-5222.2013.5, а также стипен-
дии Президента Российской Федерации мо-
лодым ученым и аспирантам СП-1935.2012.5, 
СП-1763.2013.5.
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