
������� 	
��. ��. «������ - 	���������». 2012. � 2  

 3

 
���������� 

 
��� 517.958:533.72 

 
�	
� ������������ 	�������� 

�� ������ ������ ������ � �������� ���� 
��� ��
��
������ ����������� 
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"&'()!,  �.�. �(�"*�! 

 
���������� 	��
���������� ��������� 
��������� 

105005, ������, 
�. �����, 10� 
 
���������. � ���	
��� ���
	 �������	�� ���� �������
��
� ������� �� 
�	
�
� ������ �	
���. �	
��� ������ �	
��� — ������ 
 �
����� �������
�
 
����, ���
������
 �
����
�	����	�
. !�
��
�	", 
������������� �
����
-
�	����	�
, �
��#�	 ���$
������ �
������ � ��
� ��
��
�	�. %��
�"��	�� 
�������
����
 ���	����
 �������. �
���&��	�� �
�$��� ���	
������� 
�������
��
� �������. � �
$
�"� �
�$��& ���	
������� � ���
$ ��� ��'
-
��	�� ���� �������
��
� ������� � ��
�
��	�� �' �����
���� � ������$
�	� 

	 ������& �����$��
� ���	
	& 
������������ ��� ��
��
�	�. 
�������� �����: �	
��� ������ �	
���, ���	����
 �������, ������� ��-
$��&', �������
���� �������, ���� �������
��
� �������, ���	
������� 
�������
��
� �������, ������ ������ (�$���. 
      

1. �!)+)*�) 
�	
��� ������ �	
��� ��� ���
#�
� ���& �&�� ��
�$����
���� � ����� XIX 

��� [20]. )�	$, �
�� ������ *������
$ � +
�"�$��
$ ���	�����' ��������, 
�	
��� ������ �	
��� �	��� �����	"�� ��� �������
�
 ����. !
��
���� ��	
��� /	
� 
��
��$& ���
��� � ��#�' ���
	�' [7]–[10]. ��
$ 	
�
, /	� ������ �#����" �����-
�&$� [16] � ���������&$� $	
��$� [2]–[4]. 

*	
�& �&������� ���� �������
��&' ������� ��� �������� ���
�� 
��	�
�
� �&�� ���
��& � ���
	 [13]. )�	$ /	� $	
�& ���$�����" � ����������" 
��� �������&' ����� � ���
	�' [14], [15], [17]-[19]. 

� ���	
��� ���
	 � ���
� �
�$ ����	����& �
��	���& �#��� ���	��-
��
�
 ��������, 
	������ �����	�
$� ���	��. ��� /	
�
 � ���
� �
�$ ��'
��	-
�� ���� �������
��
�
 ��������. ��� ��'
����� ���� ���
�"��	�� ���	
������� 
�������
��
� �������, �
���&��$�� � �
$
�"� ����
� ������ (�$��� �� 	
��� 
������� �
$�����
�
 ��$��
�
. �
/������	
$ ������ (�$��� ����	�� 
	�
#-
�� �������&' ������� �������
��
� ������� ���'� � ����� �� ���	��	�"�
� 
�
��
��. !�� $��&' �������' ���	
	& �
������ 
������������ �������&� ��� 
��
��
�	� ������ ��
�	�� ���$�	
	������ �
�$��� ��� �&������� ���� �������-

��
� �������. !�
�
��	�� ��������
 �����
���� ���	��	�"�
� � $��$
� ��-
�	� ���� �������
��
� �������, �&�����$&' �
 ���
� � ���$�	
	����
� �
�-
$���$. ��
��	�� ������� 
#��
�, ����	�������� �
�
� 
	�
��	�"�
 
	��
��� 
$
���� ���$�	
	����
�
 ����	������ ���� 
	 $
���� �
 	
��
�
 ����	������. 
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�&���� ��	���� ������� ���	
	& �
������ ��
��
�	�, � �
	
�
$ ������� ����-
��� 
#��
� � ���&#�	 
��
�
 ��
��	�. 

� �. 2 ���	
��� ���
	& ������	�� ��
��	�� �������
��
� ������� � �
$����-
�
� ��
��
�	�, � � �. 3 �&�
��	�� 	
��& �
�$��& ��� �&������� ���� �������
�-
�
� ������� � �������	�� ��
��	�� /	�' ����, ��� ������� �����$��
� ���	
	& 
�
������ ��
��
�	�, 
������������ �������&� ��� �	���. 
� ���
	�' [7]–[9] �&� �����	 $�	$�	������ ������	 ��� �#��� �������&' ����� 
��� ��������: 
 

,')',()'exp(1),( 1
2

10

1

�
�

��
���

�
� ���

	
�� dxhxhz

x
h

 (1.1) 

�� 
,1 10 
iz ��   

x1 – �����$���� �

�����	�, x1=x/l, l – ������ ����� ��
�
��
�
 ��
��� ���
�&' $
-
����, ����

�
 ,/1,/1 ���  - ���	
	� �	
���
���� ���
�&' $
����, 
  - ��-
�	
	� �
������ ����	��&, 
������������ �
����
�	����	�
, ���
����
 ����-
���&$ ���
$. 

%$��
 � �������� (1.1) � ��
��	�� 
��
��
 ������� �� �	
�
� ������ �	
��� 
[7]. 
2. �"-+)/)*�) 0)%)�)**'3 � +�40)%4��**"5 6#*�7�5 
(������ ��$��&' � �������� (1.1) 
����	���	�� ������� �
��	��
��
�: 
 

),,(exp),( 01
1 �


� ���

�

�
��
�

�
��

zxxh  (2.1) 

 
��   - ����$	� ��������, ��� ���	���"�&� ����$	�. 

!
��	����� (2.1) � ������� (1.1) �
����$ '����	���	����
 ������� 
 

� � � � .'','exp),()( 2

0
�
�

��

����� ���
	
�� d

z
 (2.2) 

 
@��� ���	� 
�
������: 

 

,')',()'exp(1)( 2

0

��� d
z

n �
�

��

���  (2.3) 

 
	
 ������� (2.2) $
��
 ������	" � �
$
�"� (2.3) � ��� 
 

).(1),()( 
	

�� n���  (2.4) 
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������� (2.4) ����	�� �
���&$ (�����������"�&$) �������$. ���
�� 
(2.4) ���&��	�� �
�$��
�
��&$ ���
��$, �
�$��
�
��&$ ��	����
$, ��� ��
�	
 
�
�$��
��
�.  

(#�� '����	���	����
�
 �������� ���$ ����	" � ��
�	����	� 
�
����&' 
������� [5]. A�
����
 �#�� �������� (2.4) �$	 ���: 
 

),()(1)(1),( ��
�


	

� ��
�

�� gPn  (2.5) 

 
�� ������ �, , )(x�  – ��"	�-������� ������, ��$�
� 1�Px  
�����	 �����
 
������ ��	����� ��� ��	����
����� 1�x , )(z�  – �������
���� �������, ����-
��� �����	�
$: 
 

.)exp(1)(
2

1 �
�

�� �
�

���
z

dziz
�

��
	


�   

 
B	� ������� $
��
 ��
����
��	" � ����: )()( 01 ziz �
� ��� , �� )(0 z� - ����	-

��� ������� �
 	
��� ����$&, 
 

.1)(
2

0 �
�

��

�

�
�

z
dez

�
��

	
�

�

  

 
�
��	���& ������� (2.5) ���&���	�� �
��	���&$� �������$� ����&��
�
 

���	��, ��
 ���	���"�&� ����$	�   ����&��&$ 
����
$ ���
���	 ��� ���	��-
	�"��� ���$��. 

C���$ 
����
$, �
��	���& �#��� �������� (1.1) �$�	 ���: 
 

� � � � .)(exp11exp 2
0

1
, �

�

�
�
�

�
��

���
�

�
��
�

�
�� ���

�


	� Pzxh  (2.6) 

 
�
��	���& �#��� (2.6) 
	����	 ����&��
$� ���	�� '����	���	����
�
 

��������, ��
 ���	���"�&� ����$	� ����&��&$ 
����
$ ��
���	 ��� ����
��� 
���$��, 	.. ����&��&� ���	� �  �	" ��� �
����� ���	" ����
�
� ���$
�: 

),( ������ . 
!����$ �
�$��& �
'
��
�
 ��� �������
��
� �������: 

 
.)(),()()(

2

01
��	���
��� �! ���!� esiis   

 
(���
�	" �������&' ������� �������
��
� ������� 
	���� �����: 

 
,)(2)()( is ����� �� ��   
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�
����$$� �������&' ������� �����: 
 

).()(2
)()(

01 ��
������ ����
���

i   

 
)�$	�$, �	
 �� ���	��	�"�
� 
�� ���	��	�"��� ���	" �������
��
� ������� 
)(0 ��  �$	 ��� ���� ...924,0, 00 �! ��  . B	� ��� ���� � ���� �	�
�	� ������� )(0 ��  

��������	�� ��#" �����$�. 
� $
�
������ [6] �
�����
, �	
 � �
$�����
� ��
��
�	� �������
���� ������� 
)(0 z�  �&�����	�� �
 �
�$��: 

 

� �� !��
z

zuz zeiduszez
0

0 ,21)(
222

	�   

 
��� .0Im "! z  A	$	�$, �	
 �� ���	��	�"�
� 
�� �������
���� ������� ��
�� 
���
�"�
��	" � ������&' ����	�' � ���: 
 

).;(,))1(exp(21)(
1

0

222
0 ����#���� � ����� dtt   

 
(���
��$ �������
���� ������� � ��� E
���� �
 
	����	�"�&$ �	���$ �-

�$��
�
 z � 
���	�
�	� ���
���
 ������
� 	
���: 
 

....,
8
15

4
3

2
1)( 6421 �$������ z

zzz
iz 
�  (2.7) 

 
%� ����
���� (2.7) ����
, �	
 ��� $��&' �������' 1
  �������
���� ������� 

�$	 ��� 
	�������'�� ��#" �����$� �
$�����
�����&' ����: 
 

.
2
1)(

1
1

)0(
0 



 i�
�!  (2.8) 

 
A	���� ����
, �	
 ��� 01 $
  
�� ���� �������
��
� ������� �$�	 ����
$ 


��� ���
���
 �������� 	
��� ��i  ���	�
�	� (�
�����) ���. 
%� ����
���� (2.7) ����
 	�� �, �	
 ������ �������
��
� ������� � ���
-

���
 ������
� 	
��� ����
: 
 

.)( 1
� i���   
 

� [8] �
�����
, �	
 ����
 ���� �������
��
� ������� ����
 ������ �
/�����-
�	� ������: 
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),(2 GN %�   

 
�� �� )(G%% ����� ������� G(t) – ����
 
�
�
	
� ����
� )( 1
& 
	�
��	�"�
 ����-
�� �

�����	, �
��#�$&' � �
�
��	�"�
$ ����������, 
 

.
)(
)()(

��
��� �

�

�G   

 
���$ ��
� )(arg)( ��' G�  - �����
 ������ ����$�	� ������� ),(�G  �����-

�
����
 � ��� ���
��$ .0)0( �'  
���$ �&������ ���	
	� �
������ ����	��&, 
������������ ���: 

 
* 2 2

1 0
0

( ) ( ) 0.733.max s
�


 � � �
� ���

� � � (   

 
B	� ���	
	� �
������ ���&���	 [2] ���	����
�. 

!
�����
 [7], �	
 � �����, �
��� ���	
	� �
������ ����	��& $�"# ���	��-
��
�, 	.. ��� *

10 

 �) , ����� ������� G(t) ���� 1. B	
 
�����	, �	
 ����
 �
$-
�����
-�����&' ���� �������
��
� ������� � ��������
� �
$�����
� ��
��
�	� 
� �����
$ ��
�" ���	��	�"�
� 
��, ����
 ���$. 

� �����, �
��� ���	
	� �
������ ����	��& ���&#�	 ���	������   ( *
1

 " ) 

����� ������� G(t) ���� ����: 0)( �G% . B	
 
�����	, �	
 �������
���� ������� 
� �$	 ���� � ��'�� � ����� �
����
��
�	�'. � /	
$ ����� �����	�&' (���	-
�&') �#��� ��'
��
 ������� (1.1) � �$	. 

!�� *
1 10 
 
) �  ���� �������
��
� ������� 
�
�����$ ��� )( 10 
  � )( 10 
� . 

� ���� �	�
�	� �������
��
� �������  �
���& ���� ��������	�� 	
�"�
 �����-
$�, �$� 
�����
�& $
����. C���$ 
����
$, �����	�&� ���	� '����	���	����
�
 
��������, �
�	
���� �� ���� �������
��
� �������, � ����� *

110 

 �)  �	" 
$�
��	�
 	
�� * +.)(),()( 10101 


 ��d  !�� *

11 

 "  �����	�&� ���	� – /	
 ���	
 
$�
��	�
. !�� *

110 

 �) �
��	���&$� �������$� '����	���	����
�
 �������� 
�����	�� ������� ��� �#��� '����	���	����
�
 ��������: 
 

�




	
�


�!
!

�!�
)(

)(1)),((
0

10
10   

 
� ��� �

	�	�	�����' �
��	���&' �#��� '����	���	����
�
 ��������: 
 

.
)(

)(1
)(

exp),(
10

10

10

01
1)( 10 �




	


�
 �!
!

��
�

�
��
�

�
!

��!
zxxh   
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!
� 0  ���$ �
��$�	" 	
	 �� ���� �������
��
� �������, �
	
�&� 
�����	 
��
��	�
$: 
 

1

0 1

1Re 0.
( )
i


 

�

"   

 
��� /	
�
 ���� ��&���� �
��	���
 �#�� ���	����
�
 �������� (1.1) 

�$	 ���: 
 

0 1

1 0 0 1
( ) 1

0 1 0 1

( )1( , ) exp .
( ) ( )

x zh x 

 
�

 
  
 �	
� �

� �� � �� �
  

 
!�� 01 $
  
�� ����, ��� �� ����&���
�" �&#, ��$���	�� � 
��� � 	� � 

���
���
 �������� 	
���. B	
 
�����	, �	
 � /	
$ ����� �����	�&� ���	� '�-
���	���	����
�
 �������� �
�	
�	 �� 
��
� ���
���
 ������
� 	
��� ���	�
�	� 
���: ��� id  )0(  � ����	�� ����
�����&$ � ����&��
$� ���	��. � /	
$ ���-
�� �����	�&' (���	�&') �#��� �
��
 ���: 1),( 11 ��xh , �� �� 112 ),( xxh . 
 
3. :"�&�%�-"7�5 +�40)%4��**�; 6#*�7�� 

)��" ��	��������	�� �
�$���, ����	�������� ���	
������� �������
��
� 
������� � ��'�� � ����� �
����
��
�	�', � 	��� �&�
��	�� �
�$��� ��� ���	
-
������� �������&' ������� �������
��
� ������� ���'� � ����� �� ���	��	�"-
�
� 
��. C���� ���	
������� ��	�� � 	�$���' ������� X(z). 

� 
��
� �����	����
�
 �#��� �������&' ����� ���	����
� 	
��� ���	 
�#�� 
��
�
��
� ����
� ������ (�$��� (�$. [1]) � �
/������	
$ 

:)(/)()( ����� ���G  
 

.0),(
)(
)(

"��

�

��
�
� G

X
X   

 
A��
�
���� ������ ������ (�$��� ���&��	�� 	��� (�$. [1]) ������ ���	
����-

��� �
/������	� )(�G . 
)����� (�$��� 
�����	, �	
 
	�
#�� )(/)( ���� ��  $
��
 ��$��	" 
	�
#��$ 

������� )(/)( �� �� XX , �������'�� �������&$� �������$� ������� X(z), �����	�-
���
� � �
$�����
� ��
��
�	� �  � �$��� � ����	� ����� �����
� �
�
��	�"-
��� ���	��	�"��� �
��
�". �������
���� ������� �$	 � ����	� ����� �����
� 
��� ���	��	�"��� 
�". � [8] �
�����
, �	
 �#�� ������ (�$��� ��	�� �����	��-
$�: 
 

�
�

�
�

��
0

,)(1)(),(exp1)( �
�

	%�'
	%%% d

z
zVzV

z
zX   

�� %��' ,2/)(ln)( iG�  - ������ �
/������	� )(�G . 
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!��	" ������� 1)( �G% , 	.. , ���# ;01
 . !
���$, �	
 ��� �������
��
� ������� 
)(z�  ��� � �
$�����
� ��
��
�	� � , �������� ���	��	�"��� 
�" � , ���������� 

�
�$���: 
 

)()()()( 2
0

2
1 ���
�� ��� !! XXi ,       ,0-�  (3.2) 

 
)()()()( 2

0
2

1 ���
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��� �
����	�"�	�� �
�$��& (3.1) ���$ ���
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B	� ������� �����	���� ��� � �
$����
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��
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��� 0!�z  �����	�� ��	����$&$�, 	.�. � /	�' 	
���' .0)( 0 �!�  
������ 	
��� �����
� ��  � ��  ����	�� ��	����$
�. � ��$
$ ��, ��� ,0"�  

	
 �� 
��
����� �����	�� (3.1) � (3.4) �$$:  
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��$	�$, �	
 ��� 	
��� z �	�$�	�� � 	
�� )0( ���  �� ��'�� ��� ����� �
��-
��
��
�	�, 	
 ������� )(��R  ��� )(��R  �&������	�� �
�����
 ���&����$ ����-
�	��$. ���
��	�"�
, /	� ������� $
��
 ���	�	" �����	����
� ������� ��� � 
� , � 	
$ ���� � � 	
���' ������, �

������  �� ����� �
 ����&��
�	�. A�	�-
�
�" ��$	�	", �	
 ������� R(z) �����	���� ��� � �  � 1)( ��R . !
 	
�$ E�-
������ /	� ������� ����	�� 	
���	���
 �
�	
���
�: 1)( .zR , 
	���� � �&	��	 
�
�$��� (3.1). H
�$��& (3.2) � (3.3) 
�����
 �&	���	 �� �
�$��& (3.1). 

%� �
�$��& (3.1) ����$ � ���
$ ��� �
�$��� ��� �&������� ���� �������-

��
� �������: 
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� ���	� �����	�� (3.1) � 	
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����
��
� ������� �
����$ �������� �
�$���: 
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�� �� ���
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%�	����"�
 ����	����� (3.6) ����	�� ������&$. A�
 �&����	 ������ 

������� X(z) � 	
�� z# \ �� �  ���  ������� �� 
	����	�"�
� ���	� ���	��	�"-
�
� 
�� �� . 
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J���
� /	
�
 ����	������ � 	
��� ���
�� �������� ���
�"��	�� ��� �
-
�	�
��� ������� X(z) ������&$� $	
��$�. 

(���$
	��$ ������ ����
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L�������
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��	� ���� �������
��
� ������� ��
��$ �
 
�
�$�� (3.5) (�$. ���.1 – 4). 
 

 
(��. 1. )�����$
�	" ���	��	�"�
� ���	� ���� �������
��
� ������� 
	 ����$	�� 1
 . 

������ 1 
	���	 ���	��	�"�
� ���	� 	
��
�
 ������� ����, 
������ 2 – ���	��	�"�
� ���	� ���$�	
	��� /	
�
 ����. 

 

 
(��. 2. )�����$
�	" $��$
� ���	� ���� �������
��
� ������� 
	 ����$	�� 1
 . 

������ 1 
	���	 $��$
� ���	� 	
��
�
 ������� ����,  
������ 2 – $��$
� ���	� ���$�	
	��� /	
�
 ����. 
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G� ���. 1 � ���. 2 ��
�
��	�� ������� ���	��	�"�&' (���. 1) � $��$&' (���. 2) 
���	� 	
��
�
 ������� ���� )( 10 
  �
�����
 (3.5) � ���$�	
	����
�
 ����	������ 

���� 1
)0(

0 2/)1( 
 i�� . 
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�	" $
���� ���� �������
��
� ������� 
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 . 
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#��� ������ 1 
	���	 $
���� 	
��
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����� ������ 2 
	���	 ���$�	
	����
$� ����	������ ����. 
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���� �
 	
��
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#��
� ��� ������� �����$��
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������ ��
��
�	�, 
������������ �������&� ��� �
 �	
�
� ������ �	
�-
��. %� ���.4 ����
, �	
 � ��	���� 392.00 1 ))
  ������� ������� 
#��
� � ��-
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�&#�	 
��
�
 ��
��	�. B	
	 ���	 �
��
��	 � ��������&' �
��
��' ���
�"�
��	" 
���$�	
	����
 ����	����� ���� �������
��
� �������. 
 
4. �"�/=>)*�) 

� ���	
��� ���
	 �������	�� ���� �������
��
� ������� �� �	
�
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����� �������
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������
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. !�
��
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����
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-
������ �
������ � ��
� ��
��
�	�. %��
�"��	�� �������
����
 ���	����
 
�������. � �
$
�"� ���	
������� ������� �
���&��	�� �
�$��� ���	
������� 
�������
��
� �������. � �
$
�"� �
�$��& ���	
������� � ���
$ ��� ��'
��	�� 
���� �������
��
� ������� � ��
�
��	�� �' �����
���� � ������$
�	� 
	 �����-
�& �����$��
� ���	
	& �
������ ��
��
�	�, 392.00 1 ))
 , � �
	
�
$ ������� 
������� 
#��
� � ���&#�	 
��
�
 ��
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ZERO OF THE DISPERSION EQUATIONS FROM THE SECOND STOKES  
PROBLEM  ABOUT BEHAVIOUR  OF GAS OVER THE FLUCTUATING   

SURFACE 
 

V. Akimova,  A. Bugrimov,  A. Latyshev,  A. Yushkanov 
 

Moscow state regional university 
10a, Radio st., Moscow, 105005, Russia 

 
Abstract. In the present work zero of dispersion function from the second Stokes problem 
are investigated. The second Stokes problem is the problem about behaviour of the 
rare�ed gas �lling half-space. A plane, limiting half-space, makes harmonious 
�uctuations in the plane. We use the linear kinetic equation. The formula of factorization 
of dispersion function is proved with the help of solution of boundary valur Riemann 
problem the theory of functions of the complex variable. By means of the factorization 
formula in an explicit form there are zero of dispersion function and their research 
depending on quantity of dimensionless frequency of a plane limiting gas is carried out. 
Keywords: second Stokes problem, the kinetic equation, separation on of variables, 
dispersion function, zero of dispersive function, factorization of dispersion function, 
boundary value Riemann problem.  

 
 


