
15

ISSN 2072-8387 Вестник МГОУ. Серия: Физика-Математика 2016 / № 1

 

3. Usenov I.A. Metod malogo parametra dlya regulyarizatsii resheniya nelineinogo 
operatornogo uravneniya pervogo roda [Method of a small parameter for the 
regularization of solutions of the nonlinear operator equation of the first kind] // 
Issledovaniya po integral'no-differentsial'nym uravneniyam. Vyp. 40. Bishkek, 2009. pp. 
114–120. 

 

 
ИНФОМАЦИЯ ОБ АВТОРЕ 

Усенов Изат Абдраевич – кандидат физико-математических наук, доцент кафедры 
дифференциальных уравнений Кыргызский национальный университет им. Ж. Баласагына; 
e-mail: iausen@mail.ru 

 
INFORMATION ABOUT THE AUTHOR 

Usenov Izat Abdraevich - candidate of physical and mathematical sciences, associate professor of the 
Chair of Differential Equations at the Zhusup Balasagyn Kyrgyz National University; 
e-mail: iausen@mail.ru 

 

 
БИБЛИОГРАФИЧЕСКАЯ ССЫЛКА 

Усенов И.А. Построение приближенного решения нелинейного операторного уравнения первого 
рода в гильбертовом пространстве // Вестник Московского государственного областного 
университета. Серия: Физика-математика. 2016. № 4. С. 8–14. 
DOI: 10.18384/2310-7251-2016-1-08-14. 
 

BIBLIOGRAPHIC REFERENCE 
I. Usenov. Construction of an approximate solution of nonlinear operator equations of the first kind in a 
Hilbert space // Bulletin of Moscow State Regional University. Series: Physics and Mathematics. 2016. 
no. 1. pp. 8–14. 
DOI: 10.18384/2310-7251-2016-1-08-14. 

 
  

 

УДК 514.7+517.3+517.926 
DOI: 10.18384/2310-7251-2016-1-15-30 
 
Î ÊËÀÑÑÀÕ ÐÈÌÀÍÎÂÛÕ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂ Ñ ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÜÍÎ 
ÀÁÅËÅÂÛÌÈ ÑÂßÇÍÎÑÒßÌÈ2 
 
Петрова В.Т.1, Дмитриева М.Н.2, Сивиркина А.С.3 
1Московский физико-технический институт  
141700, Московская область, г. Долгопрудный, Институтский пер., 9, Российская 
Федерация 
2Рязанский государственный медицинский университет имени академика 
И.П. Павлова 
390026, г. Рязань, ул. Высоковольтная, д. 9, Российская Федерация 
3Рязанский институт (филиал) Университета Машиностроения 
390000, г. Рязань, ул. Право-Лыбедская, д. 26/53, Российская Федерация 

 
Аннотация. В статье выделено три класса римановых пространств, аффинные связности 
которых функционально абелевы, определено и доказано необходимое и достаточное 
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Abstract. We have defined three classes of Riemannian spaces whose affine connections are 
functionally Abelian. We have determined and proved a necessary and sufficient condition for 
a three-dimensional Riemann space to exhibit a functionally Abelian property 

Key words:  multiplicative integral, functionally Abelian function, space of affine connection, 
functionally Abelian connection, Riemannian space, metric, connection matrix, Jordan matrix, 
Teplitz matrix. 

 
Описание свойств пространств аффинной связности в терминах 

мультипликативного интеграла [1; 2] в значительной мере связано с 
мультипликативной интегрируемостью в конечном виде матричных функций 
определенного геометрического содержания, а специфика мультипликативного 
интеграла вытекает из неперестановочности значений подынтегральной 
функции. Было доказано [3; 4], что матричная функция мультипликативно 
интегрируема, если она функционально абелева. Поэтому и возник интерес к 
задаче выделения римановых пространств с функционально абелевыми 
матрицами связности [1; 2–5; 10]. 

В настоящей работе для размерности 3 дается полное описание таких 
пространств и приводятся их примеры. Также показано, что кроме пространств 
нулевой кривизны существует достаточно большой класс римановых 
пространств с функционально абелевыми связностями, который не 
исчерпывается найденным в работе [5] конформным случаем. 

Итак, пусть ��� � ���������  (по �, �� � �1,2,�� суммирование) – риманова 
метрика с матрицей � � ����� и матрицами связности Γ� � �Γ��� �, где, как 
обычно, Γ��� � ���Γ��� , Γ�� � �Γ����, а 

Г��� � 1
2�

����
��� �

����
��� �

����
����. 

Для функционально абелевых матриц связности тензор кривизны: 

��� � �Г�, Г�� � �Г�
��� �

�Г�
��� �

�Г�
��� �

�Г�
���.   (1) 

При замене координат � � ������� матрица метрики преобразуется по 
правилу: �� � ����, а матрица связности – по правилу: 

Г�� � ���Г����� � �������� .     (2) 
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Из последней формулы видно, что, если преобразование координат � �
����� постоянно, то связностью Г�� наследуется диагональный, треугольный или 
блочный вид матриц ���Г��. 

Согласно результатам В.В. Морозова [3], функционально абелевы матрицы 
разложимы в линейные комбинации постоянных попарно коммутирующих 
матриц с функциональными коэффициентами, и значит, для любого значения 

индекса � можно полагать, что матрицы связности  Г� � ∑ ��������� , где 

матрицы ���  – постоянны и попарно коммутируют. Если хотя бы одна из них 
имеет все собственные значения различными, то в базисе из её собственных 
векторов, к которому можно перейти постоянным преобразованием, все 
коммутирующие с ней матрицы диагональные, а значит, как отмечено выше, 
диагональны и матрицы связности Г�. В этом случае классификационная задача 
решена в [9]. 

Если же среди матриц ���  отсутствуют матрицы со всеми различными 
собственными значениями, но найдётся хотя бы одна матрица с двумя 
различными собственными значениями, то в базисе, составленном из её 
собственных векторов, все постоянные матрицы, коммутирующие с ней, будут 
блочно-треугольными, а значит, и матрицы связности также блочно-
треугольные. Этот вид матриц связности был назван [6] функционально 
кратным жордановому и соответствующие им метрики были найдены для 
произвольной размерности. 

Приведём примеры таких метрик:  � � ����, � � ����, � � ����. 
Пример 1. 

� � �
�� ��� ���
��� �� ���
��� ��� ��

�,	  где  		�� � �� � �� � ���� � �. 

Г� � ��
� ���;								Г� �

��
� ���;								Г� �

��
� ���;								��� ≡ 0. 

Пример 2. 

� � �
� � ��
� �� � � ���
�� ��� ��

�,													где  ��� � ��� � 0. 

Г� ≡ 0;								Г� � �����;								Г� � �����; 								��� ≡ 0. 
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Пример 3. 

� � �
��� ���� ����
���� ����� � � �����
���� ����� ��

�,								где 				��� � ��� � 0. 

Г� ≡ ���;								Г� ≡ ��� � ���;								Г� � ��
� ���;								��� ≡ 0. 

Пусть теперь все матрицы ���  имеют по одному собственному значению, 
тогда жорданов тип каждой из них есть либо трёхмерная клетка, либо 
двумерная и одномерная. 

10. Рассмотрим случай, когда среди постоянных матриц ���  найдётся 
матрица, жорданов вид которой – трёхмерная клетка, и тогда любая 
коммутирующая с ней матрица в базисе собственных векторов матрицы ���  – 
верхняя тёплицева, значит, такого же вида в этом же базисе и их линейные 
комбинации с функциональными коэффициентами, причем матрица перехода 
к базису постоянная. 

Симметрия коэффициентов позволяет уточнить вид матриц связности в 
таком случае: 

Г� � �
0 0 �
0 0 0
0 0 0

�,								Г� � �
0 � �
0 0 �
0 0 0

�,								Г� � �
� � �
0 � �
0 0 �

�. 
Понятно, что матрицы связности этого вида не только попарно 

коммутируют, но и являются функционально абелевыми, при этом 
коэффициенты тензора кривизны, согласно (1), находятся по формулам: 

��� � ��
��� ��� � � ����� �

��
���� ���,  ��� �

��
��� � �

��
��� ��� � � ��

��� �
��
���� ���, (3) 

��� � ��
��� � � � ����� �

��
������� � � ����� �

��
�������, 

где � – единичная матрица, ��� � ��� � ���, ��� � ���, где ��� � ����� – матрица, 
элементы которой ��� � 0,	если � � �, а ��� � �. 

Координатная форма матричной системы Г�� � �Г�, �� � �, �, �� указанного 
выше типа матриц связности Г� даёт систему уравнений: 
����
��� � 0,						 ������� � 0,						 ������� � �����, ����

��� � 0,								 ������� � ����,								 ������� �
���� � �����, 

����
��� � ����,								 ������� � ���� � ����,								 ������� � ���� � ���� � �����, 

����
��� � 0,								 ������� � �����,								 ������� � ������ � �����,    (4) 
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����
��� � ����,				 

����
��� � ���� � ���� � �����,			 ������� ���� � ���� � ����� � �����, 

����
��� � �����,								 ������� � ������ � �����,								������� � ������ � ���� � �����. 

Условия интегрируемости этой системы: 

��� ����� � �,								��� ����� � �,								��� ����� � �,								��� ����� � �, 
��� ����� � ���� ����� � �, 		��� ����� � ��� ����� � �, 
���� � ���� ����� � ���� ����� � ��� � ����� �

��
����, 

��� � ����� �
��
���� � ��� ��

��� � ���� ��
���,  ��� �

��
��� �

��
���� � ��� ��

��� � ��� ��
���, (5) 

��� � ����� �
��
���� � ��� ����� , ��� � ����� �

��
���� � ���� � ���� �����, 

��� � ����� �
��
���� � ��� ��

���,  ��� �
��
��� �

��
���� � ���� ��

���,   ��� �
��
��� �

��
���� � ��� ��

���, 
��� � ����� �

��
���� � ��� � ����� �

��
���� � ���� ����� ,

��� � ����� �
��
���� � ���� � ���� � ����� �

��
���� � ���� �����, 

��� � ����� �
��
���� � ��� � ����� �

��
���� � ��� �����. 

Чтобы определить коэффициенты матриц связности a, b и c, рассмотрим 
несколько случаев. 

10.1. Если ��� � � или ��� � �, но ��� � �, то из последней системы 
исключаются ���, и 

��
��� � �,  ����� � �, ����� � �,  ����� �

��
��� �

��
���,	  

��
��� �

��
���.    (6) 

Отсюда и из (1) следует, что ��� � � для всех �, �	 � 	�,�,�. 
Интегрируя систему уравнений (6), получим в явном виде, что 

� � �����,					� � �������� � �����, 
� � �������� � �������� � ������������ � ������,																	(7)	

где �����, �����, ���� – произвольные функции от переменной ��, по 
крайней мере, дважды дифференцируемые. Это позволяет выписать и решения 
системы уравнений (5), обозначив функции: 

� � ��������� , � � ������� � �����, � � �
� �� � ��� � �

� ������� � ���� � �,
 (8) 
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которые определяют метрики, матрицы которых следующие: 

� � ��� �
	1 � �
	� �� � � �� � ��� � ��
	� �� � ��� � �� �� � ��� � ��� � �

	� ,					���	�� � 0  (9) 

и 

� � ��� �
0 1 �
1 2�� � �� � � �� � ���
� � � �� � ��� 2��� � ��� � ��� � �

� ,					���	� � 0		  (10) 

10.2. Если же положить нулевыми коэффициенты ��� � ��� � 0, то в 
системе уравнений (5) остаются только два нетривиальных условия: 

�
���� � ���� � ����� �

��
���� � 0,																				

��� � ����� �
��
���� � ��� � ����� �

��
���� � 0     (11)	

помимо того, что ��
��� �

��
��� �

��
��� � 0 и ����� �

��
���, которые обращают в нуль 

коэффициенты тензора кривизны ���		�		���. 
Если же дополнительно предположить, что ��� � ��� � 0, то из последней 

системы уравнений (11) следуют и остальные условия системы (6), как и 
равенство нулю последнего из коэффициентов тензора ���. Тогда решение 
системы (3) определяет метрику с матрицей: 

� � ��� �
0 0 1
0 � �1 � ���
1 �1 � ��� 2� � ���

� ,					���	� � 0,   (12)	

а функции �, �, �, �, �, � определяются формулами (8) и (7). 
Налагая условие ��� � ��� � 0, получим, что 

� � �����,				� � ����, ���,  	� � �������� � �̃���, ���, 
(здесь �����–	произвольная функция), и система (4) сведется к системе: 

����
��� � 0,								 ������� � 0,								 ������� � 0								���					� � 1, 2,	

����
��� � 2����,				 ������� � 2����,				 ������� � 2����,	

����
��� � 2����,								 ������� � 2����� � �����,								������� 2����� � ���� � �����. 
Её решения и определяют метрику с матрицей вида: 

� � ��� �
0 0 �1
0 1 �
�1 � 2�

�,     (13) 
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� � �����,				� � ����, ���,  	� � �������� � �̃���, ���, 
(здесь �����–	произвольная функция), и система (4) сведется к системе: 

����
��� � 0,								 ������� � 0,								 ������� � 0								���					� � 1, 2,	

����
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����
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� � ��� �
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где � – произвольная функция, �Ф
��� � ��,			 �Ф��� � �� � ��,			 �Ф��� � �� � ��, 

причём � � ���������. Существование этой функции обеспечивается 
последним из условий системы (11), которое принимает вид: 

� ����� �
��
���� � � � ����� �

��
���� � 0, 

и коэффициент ��� � 0. Тем самым доказано утверждение. 
Утверждение 1. Метриками с матрицами (8), (9), (12), (13) исчерпываются 

все трёхмерные римановы метрики, которые имеют матрицы связности 
функционально абелевыми и тёплицевыми. 

Пример 4. Метрика с матрицей: 

� � ������� �
0 0 �1
0 1 1
�1 1 ������� � ��� � �����

� 

имеет матрицами своей связности матрицы: 

Г� � �
0 0 ��
0 0 0
0 0 0

�,								Г� � �
0 �� ���
0 0 ��
0 0 0

�,								Г� � �
�� ��� �� � ��
0 �� ���
0 0 ��

�� 
Отсюда получим (см. (1)), что ��� � ��� � 0, ��� � ��� � ��� � ����. 

Замечание 1. Метрика с матрицей (13) может быть постоянным 

преобразованием 	� � �
1 0 			0
0 1 ��
0 0 			1

�	 сведена к виду: 

��� � ������������ � ������ � �Ф�������, 
где	 ��� � ��� � 0 и 	��� � � ��Ф

������ �
��Ф

������� ��� � 0  

20. Рассмотрим второй случай, когда все постоянные матрицы, в 
линейные комбинации которых с функциональными коэффициентами 
разлагаются матрицы связности, имеют по одному собственному значению, но 
жорданов тип каждой из них – двумерная и одномерная клетки. Согласно [11], 
в базисе из их собственных векторов в этом случая коммутирующие с ней 
матрицы с одним собственным значением должны иметь блочно-треугольный 
вид, который переименованием второй и третьей координат (постоянным 
преобразованием, которому подвергаем, конечно, и метрику) можно свести к 
треугольному виду с равными элементами по диагонали. Причем матрицы 
связности метрики таковы: 
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Г� � �
0 0 �
0 0 0
0 0 0

�,								Г� � �
0 �� �
0 0 �
0 0 0

�,								Г� � �
� � �
0 � ��
0 0 �

�. 
Условия их коммутирования: 

��������� � ���������,
��������� � ���������,
���������� � ��������,

 

приводят к необходимости рассмотреть случаи: 

1) �� � 	�,  	� � ��,  для  0. 
2) � � 0,				�� � 0. 
3) �� � 0, � � 0. 

При этом коэффициенты тензора кривизны имеют вид: 

��� � ���
��� ��� �

��
��� ��� � � ����� �

��
�������,	 

��� � ��
��� � �

��
��� ��� �

���
��� ��� � � ��

��� �
��
�������,																								(14) 

��� � ��
��� � � � ����� �

���
���� ��� � � ������ �

��
������� � � ����� �

��
�������. 

Аналогично (3) получим систему, по существу, её обобщающую: 

����
��� � 0,					 ������� � 0,					 ������� � �����, ������� � 0,				 ������� � ����� ,			�������

� ���� � �����, 
����
��� � ����,					 ������� � ���� � ����,					 ������� � ���� � ����� � �����,								 

����
��� � 0,					 ������� � ������ ,					������� � ������ � �����,  (15) 
����
��� � ����,					 ������� � ���� � ����� � ����,					 �������

� ���� � ���� � ����� � �����, 
����
��� � �����,					 ������� � ������ � �����,					������� � ������ � ����� � �����, 

и условия её интегрируемости аналогичны условиям интегрируемости системы 
(4). Отсюда при всех допустимых значениях ��� получим, что обязательны 
условия: 

��
��� �

��
��� �

���
��� �

��
��� �

���
��� � 0, ��

��� �
��
���	, 
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��
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���
��� ��� � � ��

��� �
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���� ��� � � ������ �
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��
��� �

��
��� �

���
��� �

��
��� �

���
��� � 0, ��

��� �
��
���	, 

 

из чего следует равенство нулю коэффициентов ��� и ��� в (14). 
Дальше поступаем аналогично случаю трёхмерной жордановой клетки при 

решении системы уравнений (15). 
20.1. Если ��� � � или ��� � �, но ��� � �, то рассмотрим случаи: 

20.1.1. �� � 	�, � � ��			� 0, тогда имеем, что: 
� � �����, � � ������� ∙ �� � �����,	 

������� ∙ �� � 1
2��

����� ∙ ����� � ������ ∙ �� � �����. 
Обозначим � � ���������, 				�� � ������ ∙ �� � ����,					� � ���,			 

� � 1
2���

� � � ∙ �� � 1
2��

� ∙ ����� � � ∙ �� � �,				 
где, как выше, функции �����, �����, ���� произвольны и достаточное число 
раз дифференцируемы. Это дает метрики нулевой кривизны с матрицами: 

� � ��� �
1 �� �
�� �� � � ��� � ������ � ��
� ��� � ������ � �� �� � ������� � �� � �

�,	  где	|�| � |�|	 (16) 

	 
или 

� � ��� �
� 1 �
1 2��� � �� � � ���� � ���
� � � ���� � ��� 2��� � ����� � ��� � �

� ,				где	� � �	.					�1�� 

20.1.2. � � �,			�� � �	, тогда получим, что: 
� � �����, � � �, � � ������ ∙ �� � ������, 	�� � �, �� � ������ ∙ �� � �����. 
Обозначим � � ���������, 						� � � ∙ �� � �,						� � � ∙ �� � 		. 

Как и выше, функции �����, �����,�x�� произвольны, интегрируя систему 
(15), получим метрики с нулевой кривизной и матрицами: 

� � ��� �
1 � � � ��
� � �� � �� � �

� � �� �� � �� � � �� � 2���� � �� � ��� � �
�, (18) 

где			�� � ���� � �, 
или 

� � ��� �
� 1 �
1 � � � ��
� � � �� 2�� � ��� � �

� , где	� � �	.		  (19) 
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20.1.3. в случае �� ≡ 0, � ≡ 0,			решения системы (15) дают метрики 
вида: 

� � �
1 � �
� �� � � �� � �
� �� � � �� � �

� ,				���	�� � ��	,	   (20) 

или 

� � �
0 1 �
1 �� � � ��
� � � �� ���� � ��

� , ���	� � 0.		   (21) 

Для функции ����, ��� двух переменных обозначены производные 
��
��� � �, ��

��� � �, ���
������ �

��
��� � ��,	 

���
������ �

��
��� � �, ���

������ �
��
��� �

��
��� � �, 

где �� � �����, ���, � � ����, ���,			� � ����, ���		и		 ����� �
���
��� ,

��
��� �

��
���	.	 

Всё это, в конце концов, обеспечивает равенство нулю всех компонент 
тензора кривизны: ��� � 0  для всех �, � � 1, �, �. 

30.  Как и выше, интерес представляет случай, когда ��� � ��� � 0, при 
котором есть возможность иметь ненулевые коэффициенты кривизны ���. 
Условия интегрируемости системы (15), помимо соотношений:  

��
��� �

��
��� �

���
��� �

��
��� �

���
��� � 0			и		 ����� �

��
��� 

(из которых и системы (14) и следует, что ��� � ��� � 0�			содержат уравнения: 

���� �
���
��� �

��
���� � ��� � ����� �

���
���� � 0,

��� � ����� �
��
���� � ��� � ����� �

���
���� � 0,

     (22) 

которые обращаются в тривиальные, если		� ≡ 0, �� ≡ 0		или 	�� ≡ 0,	 � ≡ 0 
(случаи 30.2, 30.3 – см. выше п. 20.) и дают ��� � 0 для всех �, � � 1,�,� для 
метрик с матрицами, элементы которых в этом случае являются решениями 
системы уравнений (15) и дают метрику с матрицей: 

� � �
0 0 1
0 � �
1 � ���

� , ���				� � 0,																																���� 

и производные некоторой функции двух переменных ����, ��� обозначены 

		 ����� � �,			 ����� � �.	 
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��
��� �

��
��� �

���
��� �

��
��� �

���
��� � 0			и		 ����� �

��
��� 

(из которых и системы (14) и следует, что ��� � ��� � 0�			содержат уравнения: 

���� �
���
��� �

��
���� � ��� � ����� �

���
���� � 0,

��� � ����� �
��
���� � ��� � ����� �

���
���� � 0,

     (22) 

которые обращаются в тривиальные, если		� ≡ 0, �� ≡ 0		или 	�� ≡ 0,	 � ≡ 0 
(случаи 30.2, 30.3 – см. выше п. 20.) и дают ��� � 0 для всех �, � � 1,�,� для 
метрик с матрицами, элементы которых в этом случае являются решениями 
системы уравнений (15) и дают метрику с матрицей: 

� � �
0 0 1
0 � �
1 � ���

� , ���				� � 0,																																���� 

и производные некоторой функции двух переменных ����, ��� обозначены 

		 ����� � �,			 ����� � �.	 

 

Тогда, обозначив: 
���
������ �

��
��� � ��	, ���

������ �
��
��� �

��
��� � �	, �

��
������ �

��
��� � �	, 

будем иметь матрицы найденной метрики связности: 

� ≡ 0, � � �
0 �� �
0 0 0
0 0 0

� , � � �
0 � �
0 0 0
0 0 0

�, 
или 

� � ��� �
0 0 1
0 � ��
1 �� 2� � ���

� , где			� � 0	  (24) 

и ��
��� � �, ��

��� �
��
��� � ��, ��

��� � �	, причем,  

		� � �����, �� � ������ ∙ �� � �����, � � ������ ∙ �� � ������		 
для �����,			�����,			����	–		произвольных функций одной переменной ��,		а 
� � ���������.		 Матрицы связности в этом случае таковы: 

� � �
0 0 �
0 0 0
0 0 0

� , � � �
0 0 0
0 0 �
0 0 0

� , � � �
� 0 �
0 � �
0 0 �

�. 
30.1. При условии же �� � 	�, � � ��	, причем 0 система уравнений (22) 

принимает вид: 

� ���� � ����� � ������ �
��
���� � 0,

��� � ����� �
��
���� � ���� � ������ �

��
���� � 0.   (25) 

Из неё следует, что, если ��� � ���� � 0, то ������ �
��
��� 	и	

��
��� �

��
���,	 а 

� � �����, � � �������� � �����,
� � �������� � 1

2��
����� ∙ ����� � �′���� ∙ �� � ������ 

(для произвольных функций �����, �����, ����). Если обозначить � �
���������, то матрица метрики определится так: 

		� � ��� �
0 0 1
0 � �
1 � 2� � �1 � ������

�,		  где 	� � 0,  (26) 

� � �������� � ����, � � �������� � 1
2��

����������� � 	������� � �����. 
Когда же ��� � ���� � 0,	 то, вообще говоря, ��� � 0, а второе из 

уравнений системы (25) принимает вид: 

� ����� �
��
���� � � � ������ �

��
���� � 0. 
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Это условие обеспечивает существование такой функции 	���, ��, ���, что 
�
��� � ���,			 ���� � ��� � ���� � ��� � ��,			 ���� � ��� � ��� � ��̃ � ���,  
где функция ����� �	произвольна, а с���, ��, ��� � ������ � �� � �̃���, ��� для 
произвольных функций �̃���, ��� и ����, ���. Это дает решение системы 
уравнений (15), которое определяет метрику с матрицей 

� � ��� �
0 0 ��
0 1 �
�� � �

�    (27) 

при � � 0				�				� � ���������.		 
Таким образом, исследованы все возможности случая 20 и тем самым 

установлено и доказано утверждение. 
Утверждение 2. Метриками вида (16)–(21), (23), (24), (26), (27) 

исчерпываются все метрики, для которых матрицы связности разложимы в 
функциональные линейные комбинации постоянных матриц с одинаковыми 
собственными значениями и жордановым типом 2–1, которые функционально 
абелевы. 

Замечание 1. Метрики (16)–(21), (23), (24), (26) обобщают метрики, 
найденные в случае 1�, которые определяются формулами (2), (10), (12). Имея 
нулевые коэффициенты тензора кривизны, они могут быть получены из 
постоянной метрики преобразованием: 

�� � �
1 � �
0 1 ��
0 0 1

�,	     (28) 

где функции �, ��, � таковы, что: 
��
��� � 0, ��

��� � ��, ��
��� � �,			 ���	��� � 0, ���

��� � �, 
���
��� � ��, ��

��� � �, ��
��� � � � ��,			 ����� � � � ��. 

Замечание 2. Метрика (13) может быть преобразована в метрику (27) 

постоянным преобразованием:  � � �
� 0 0
0 1 0
0 0 1

�.	 
Замечание 3. Обозначив ��� � �����	, и поменяв знак первой переменной, 

можно получить более удобную форму записи метрики (13):  
��� � ������������� � ������ ����, ��, ���������� 

с условием ���� �
��
� . 
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абелевы. 

Замечание 1. Метрики (16)–(21), (23), (24), (26) обобщают метрики, 
найденные в случае 1�, которые определяются формулами (2), (10), (12). Имея 
нулевые коэффициенты тензора кривизны, они могут быть получены из 
постоянной метрики преобразованием: 
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1 � �
0 1 ��
0 0 1

�,	     (28) 

где функции �, ��, � таковы, что: 
��
��� � 0, ��

��� � ��, ��
��� � �,			 ���	��� � 0, ���

��� � �, 
���
��� � ��, ��
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Замечание 2. Метрика (13) может быть преобразована в метрику (27) 

постоянным преобразованием:  � � �
� 0 0
0 1 0
0 0 1

�.	 
Замечание 3. Обозначив ��� � �����	, и поменяв знак первой переменной, 

можно получить более удобную форму записи метрики (13):  
��� � ������������� � ������ ����, ��, ���������� 

с условием ���� �
��
� . 

 

Обобщая эти замечания и результаты, полученные ранее в [9] и [10] имеем 
теорему. 

Теорема классификации. Риманова метрика трехмерного пространства 
имеет функционально абелевы матрицы связности тогда и только тогда, когда 
она постоянным преобразованием сводится к одному из следующих видов: 

1. ��� � ���, ������ � ���� � с������, где ���, �� и с��� произвольные 
функции, а ��� � 0. 

2. ��� � ���������� � ���� ���, �, �����,	 где  � ��, �, ��, ′� �
�′���, а ��� � 0.  

3. Или метрика ��� преобразованием координат 	� � ��	 сводится к 
постоянной метрике, где преобразование �� определяется (28), а C – 
произвольное постоянное преобразование координат, а в этом случае все ��� �
0,	 �, � � 1, �, �. 

Пример 5. Метрика ��� � �������� � ���� � ���� � ���, ������ имеет 
своими матрицами связности матрицы: 

� � 1
� ���, 		� �

1
� ����� � ����,				�

� 1
� � �

���
�� ���� � ���� � ���

� � �
�� � ��

�� ����	 

и ненулевым коэффициент кривизны ��� � ����� ��
�� ����� � ����. 
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